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Предложен новый кинетико-геометрический подход к локальной динамике бесстолкновительного веще-

ства на основе системы Власова –Пуассона с космологической постоянной. Из ньютоновского предела

уравнений Эйнштейна выведен член (Λc2/3)r в уравнениях характеристик. Посредством подъема

Эйзенхарта –Баргманна получено уравнение отклонения соседних траекторий и выделен изотропный

дефокусирующий вклад космологической постоянной. Для трехмерного фазового слоя сформулированы

условия регулярной складки координатной проекции, получены профиль концентрации массы ρν ∼ ζ−1/2

и оценка разделения скоростных ветвей. Выведена декомпозиция градиента скорости, отделяющая

изотропное расширение от анизотропной деформации и локального вращения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Крупномасштабное распределение вещества во
Вселенной имеет ячеистую структуру, известную
как космическая паутина. Галактики и темная ма-
терия концентрируются в узлах, нитях и стенках,
а значительная часть объема занята разреженны-
ми областями — космологическими войдами. В ки-
нетическом описании эта пространственная кар-
тина возникает как координатная проекция дви-
жения бесстолкновительного вещества в фазовом
пространстве.

Де-ситтеровская стадия раннего ускоренного
расширения и последующая фридмановская эволю-
ция однородного фона описываются общей теорией
относительности. В фридмановскую эпоху глобаль-
ная эволюция масштабного фактора определяется
уравнениями Эйнштейна, а локальная динамика
слабого поля при нерелятивистских скоростях
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и размерах, существенно меньших хаббловского
радиуса, задается их ньютоновским пределом.
Переход к ньютоновской динамике и уравнению
Пуассона обсуждается в гл. VI книги [1]; точный
ньютоновский предел при Λ 6= 0 получен в [2].
Разделение глобального космологического фона и
локальной динамики исследовано также в [3, 4].

Система Власова – Пуассона является установ-
ленным кинетическим описанием космологического
бесстолкновительного вещества. Космологическая
задача Коши для этой системы и глобальная раз-
решимость периодических возмущений однородного
состояния построены в [5]. Классические решения в
ускоренно расширяющейся ньютоновской космоло-
гической постановке исследованы в [6]. Геометрия
трехмерного фазового слоя позволяет определять
пространственную плотность, каустические поверх-
ности, число потоков и их скорости [7].

Стандартное описание крупномасштабной
структуры восходит к теории роста возмуще-
ний, приближению Зельдовича и представлению
космической паутины как анизотропной гравитаци-
онной сети [8–12]. Войды являются динамическими
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элементами этой структуры и используются как
самостоятельные космологические объекты [13,14].

Новизна развиваемого в статье подхода состо-
ит в объединении локальных уравнений характери-
стик, геометрического уравнения их отклонения и
теории особенностей координатной проекции фазо-
вого слоя в единую аналитическую схему. Подъем
Эйзенхарта – Баргманна применяется для представ-
ления ньютоновских характеристик в виде геодези-
ческих и вычисления отклонения соседних траекто-
рий [15–17]. Геометрия регулярных складок и разде-
ление пространственно совпадающих ветвей по ско-
рости исследованы в работе автора [18]; классифи-
кация складок как особенностей гладких отображе-
ний изложена в [19].

Цель статьи состоит в построении единого ло-
кального описания пяти взаимосвязанных эффек-
тов: происхождения космологического члена в ки-
нетическом уравнении; обратного продолжения ха-
рактеристик в разреженной области; геометриче-
ского уравнения их отклонения; образования регу-
лярной складки координатной проекции фазового
слоя; переноса массы между соседними разрежен-
ными областями. Дополнительно получена декомпо-
зиция локального градиента скорости, отделяющая
изотропный вклад космологической постоянной от
анизотропной деформации.

2. СИСТЕМА ВЛАСОВА– ПУАССОНА С
КОСМОЛОГИЧЕСКИМ ЧЛЕНОМ

Пусть I ⊂ R — рассматриваемый интервал
времени, а

Γ = R
3
r × R

3
u (1)

— одночастичное фазовое пространство. Точка
z = (r,u) ∈ Γ задает положение r = (r1, r2, r3) и
скорость u = (u1, u2, u3) частицы бесстолкнови-
тельного вещества. Физическая скорость связана с
положением равенством

u = ṙ. (2)

Индексы i, j = 1, 2, 3 нумеруют пространственные
координаты, δij — символ Кронекера (компоненты
единичной матрицы), ∂i = ∂/∂ri.

Функция распределения определяется
отображением

f : I × Γ −→ [0,∞), (t, r,u) 7−→ f(t, r,u). (3)

При фиксированном t величина f(t, r,u) являет-
ся массовой плотностью на фазовом пространстве

относительно меры d3r d3u: произведение f d3r d3u
равно массе в соответствующем элементе фазово-
го объема. Пространственная массовая плотность
равна

ρ(t, r) =

∫

R3

f(t, r,u) d3u. (4)

Рассмотрим локальную область размера L.
Пусть a(t) — фридмановский масштабный фактор,
а H(t) = ȧ/a — параметр Хаббла. Ньютоновское
приближение используется при условиях

L≪ c

H
,

|Φeff |
c2

≪ 1,
|u|
c

≪ 1, (5)

где c — скорость света, Φeff — эффективный грави-
тационный потенциал.

Уравнения Эйнштейна с космологической посто-
янной имеют вид

Gµν + Λgµν =
8πG

c4
Tµν . (6)

Здесь Gµν — тензор Эйнштейна, gµν — метрический
тензор, Tµν — тензор энергии-импульса, G — грави-
тационная постоянная, Λ — космологическая посто-
янная. В слабом поле полагают

g00 ≃ −
(
1 +

2Φeff

c2

)
. (7)

Ведущий нерелятивистский предел уравнений (6)
дает [1, 2, 20]

∆Φeff = 4πGρ− Λc2, ∆ = δij∂i∂j . (8)

Представим потенциал в виде

Φeff(t, r) = Φ(t, r)− Λc2

6
r2, r2 = δijr

irj , (9)

где Φ — гравитационный потенциал, создаваемый
распределением вещества. Он определяется сов-
местно с f уравнениями

∆Φ = 4πGρ, ρ =

∫

R3

f d3u. (10)

Слово «самосогласованный» означает, что Φ не за-
дается независимо: сначала из f вычисляется ρ, за-
тем из (10) с выбранными граничными данными
определяется Φ.

Матрицу вторых производных Φ обозначим
через

Aij(t, r) = ∂i∂jΦ(t, r). (11)

Ее бесследовая часть

Tij = Aij −
1

3
δij∆Φ (12)
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называется приливной матрицей; она описывает
анизотропную часть относительного ускорения со-
седних частиц.

Характеристикой системы Власова – Пуассона
называется кривая t 7→ (r(t),u(t)) ∈ Γ, удовлетво-
ряющая уравнениям

ṙ = u, u̇ = −∇rΦeff = −∇rΦ+
Λc2

3
r. (13)

Кривая t 7→ r(t) является пространственной траек-
торией той же частицы.

Для бесстолкновительного вещества выпол-
няется уравнение непрерывности в фазовом
пространстве:

∂f

∂t
+∇r · (fu) +∇u · (f u̇) = 0. (14)

Поскольку u не зависит от r как независимой фазо-
вой переменной, а ускорение в (13) не зависит от u,
уравнение (14) принимает вид

∂f

∂t
+ u · ∇rf +

(
−∇rΦ+

Λc2

3
r

)
· ∇uf = 0. (15)

Член (Λc2/3)r в уравнениях характеристик и в урав-
нении Власова следует из модифицированного урав-
нения Пуассона (8); он не вводится как независимая
феноменологическая добавка. В физических коор-
динатах этот член присутствует явно. В сопутству-
ющих координатах r = a(t)x после полного вычита-
ния однородного фридмановского фона влияние Λ

входит через a(t) и уравнения Фридмана, поэтому
отдельного члена Λx в уравнении движения относи-
тельно фона нет.

Для определения характеристического потока
введем фазовое векторное поле

Xf(t, r,u) = (u,−∇rΦeff(t, r)) . (16)

Индекс f напоминает, что Φ определяется функцией
распределения. Для начального состояния z(t0) = z0
решение задачи

ż = Xf(t, z), z(t0) = z0, (17)

задает отображение

Ut,t0 : Γ −→ Γ, Ut,t0(z0) = z(t; t0, z0). (18)

Семейство отображений {Ut,t0} называется харак-
теристическим потоком в фазовом пространстве.
На интервале существования достаточно гладкого
классического решения каждое отображение Ut,t0

является диффеоморфизмом, т. е. гладким взаимно
однозначным отображением с гладким обратным,
а обратным к нему служит Ut0,t. Вдоль каждой
характеристики

d

dt
f(t, r(t),u(t)) = 0. (19)

3. ОБРАТНОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ
ХАРАКТЕРИСТИК

Пусть в момент t0 задано фазовое состояние
(r0,u0), причем r0 находится в рассматриваемой
разреженной области. Обратное интегрирование си-
стемы (13) восстанавливает предшествующий уча-
сток соответствующей характеристики.

Введем обозначение

HΛ =

√
Λc2

3
. (20)

На участке, где ускорение, создаваемое распределе-
нием вещества, мало по сравнению с космологиче-
ским вкладом,

|∇rΦ(t, r)| ≪ H2
Λ|r|, (21)

уравнение движения приближенно имеет вид

ṙ = H2
Λr. (22)

Его общее решение равно

r(t) = AeHΛt +Be−HΛt, (23)

где постоянные векторы A и B определяются поло-
жением и скоростью характеристики.

Для редуцированного локального уравнения (22)
рассмотрим асимптотическое обратное продолже-
ние t→ −∞. Условие ограниченности r(t) при таком
продолжении исключает возрастающий в прошлом
член:

B = 0. (24)

Тем самым выделяется ветвь

r(t) = AeHΛt, (25)

регулярная при обратном продолжении в пределах
применимости приближения (22). При ненулевом,
но малом ∇Φ эта ветвь деформируется; условие (24)
сохраняет смысл локального критерия отбора.
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4. ГЕОМЕТРИЗАЦИЯ ХАРАКТЕРИСТИК И
ОТКЛОНЕНИЕ ТРАЕКТОРИЙ

Для применения геометрического уравнения от-
клонения к характеристикам системы (13) вве-
дем подъем Эйзенхарта – Баргманна [15–17]. Рас-
смотрим пятимерное пространство с координатами
(r, t, s), где s — дополнительная координата, и мет-
рическим интервалом

dΣ2 = δij dr
idrj + 2 dt ds− 2Φeff(t, r) dt

2. (26)

Нулевые геодезические, для которых dt/dτ = const,
имеют координатные проекции, удовлетворяющие
уравнениям

d2ri

dt2
= −∂iΦeff . (27)

Тем самым характеристики системы Власова –
Пуассона представлены геодезическими, а их
относительное движение определяется кривизной
метрики (26).

Для принятого соглашения о знаке тензора кри-
визны компоненты, входящие в уравнение отклоне-
ния, равны

Ri
tjt = ∂i∂jΦeff . (28)

Пусть η(t) — малый вектор, соединяющий две близ-
кие пространственные траектории. В компонентах

ηi(t) = ri2(t)− ri1(t) (29)

геодезическое уравнение Якоби с учетом (28) при-
нимает вид

η̈i = −Hi
jη

j , Hij = ∂i∂jΦeff = Aij −
Λc2

3
δij . (30)

Матрица H является гессианом эффективного по-
тенциала. Если ha — ее собственное значение, а ηa
— компонента η вдоль соответствующего собствен-
ного вектора, то

η̈a = −haηa. (31)

При ha < 0 относительное смещение в данном соб-
ственном направлении содержит экспоненциально
возрастающую составляющую.

С помощью подъема Эйзенхарта – Баргманна по-
лучено уравнение (30), связывающее отклонение со-
седних характеристик с гессианом эффективного
потенциала. Космологическая постоянная сдвигает
все собственные значения этого гессиана на вели-
чину −Λc2/3 и создает изотропный дефокусирую-
щий вклад. Собственные направления растяжения
и сжатия определяются матрицей Aij = ∂i∂jΦ, а их
анизотропная часть — приливной матрицей Tij .

5. ЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ ДОСТУПНОСТЬ И
РЕГУЛЯРНАЯ СКЛАДКА

5.1. Локальная энергетическая доступность

Если зависимость Φeff от времени мала на рас-
сматриваемом участке траектории, величину

E =
u2

2
+ Φeff(t, r), u2 = δiju

iuj, (32)

можно использовать как локальный энергетический
параметр. Определим

Q(t, r;E) = E − Φeff(t, r). (33)

Из (32) следует, что Q = u2/2. Поэтому область
Q < 0 недоступна для движения с данным E, по-
верхность Q = 0 является поворотной, а при Q > 0

скорость действительна.

5.2. Выбранное подмногообразие фазового

пространства

Для анализа складок выберем открытое множе-
ство параметров U ⊂ R

3 и гладкое вложение

ι0 : U −→ Γ,

ι0(α) =
(
r0(α),u0(α)

)
,

α = (α1, α2, α3).

(34)

Под гладким вложением здесь понимается гладкая
параметризация без самопересечений, задающая ко-
ординаты на своем образе. Матрица частных про-
изводных Dαι0 имеет шесть строк и три линейно
независимых столбца; это и означает, что ее ранг
равен трем. Лагранжев параметр α является посто-
янным параметром, выбирающим одну начальную
фазовую точку и, следовательно, одну характери-
стику. При фиксированном α соответствующая ха-
рактеристика имеет вид

t 7−→ ιt(α) = Ut,t0

(
ι0(α)

)
=
(
r(t,α),u(t,α)

)
. (35)

Образ вложения ι0 равен

M0 := ι0(U) =
{(

r0(α),u0(α)
)
: α ∈ U

}
⊂ Γ. (36)

Множество M0 является выбранным трехмерным
подмногообразием фазового пространства; далее
оно называется начальным фазовым слоем. Его об-
раз в момент t равен

Mt := ιt(U) = Ut,t0(M0). (37)

Координатную проекцию фазового пространства
определим формулой

πr : Γ −→ R
3, πr(r,u) = r. (38)
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Координатная проекция слоя Mt задается
отображением

Rt := πr ◦ ιt, Rt(α) = r(t,α). (39)

Именно отображение Rt, а не само вложение ιt, мо-
жет терять локальную обратимость.

Сосредоточение массы на таком слое возникает
в идеализированном случае, когда каждой началь-
ной координате соответствует одна скорость. Тогда
начальную массу описывает мера

dµ0(r,u) = ρ0(r) δ
(3)(u− v0(r)) d

3r d3u. (40)

Здесь ρ0 — начальная пространственная плот-
ность, v0 — начальное поле скорости, δ(3) —
дельта-функция Дирака в пространстве скоростей.
Мера (40) сосредоточена на трехмерном графике
M0 = {(r,u) : u = v0(r)}. Для классического реше-
ния f : I × Γ → [0,∞) выбранное подмногообразие
Mt задает одно трехпараметрическое семейство
характеристик, на котором исследуются локальная
геометрия координатной проекции и образование
скоростных ветвей.

Определим матрицы

Fij(t,α) =
∂ri(t,α)

∂αj
, F = DαRt, (41)

Wij(t,α) =
∂ui(t,α)

∂αj
, W = Dαu. (42)

Матрица F описывает изменение координатной про-
екции при изменении параметра α, а W — соответ-
ствующее изменение скорости. Якобиан координат-
ной проекции равен

J(t,α) = detF (t,α). (43)

При J 6= 0 отображение Rt локально обратимо: в
некоторой окрестности координаты α однозначно
выражаются через r. Точки, в которых J = 0, на-
зываются критическими точками Rt, а их образы в
координатном пространстве образуют каустику.

5.3. Условия регулярной складки

Пусть (t∗,α∗) — критическая точка. Ранг F озна-
чает размерность образа линейного отображения
k 7→ Fk. Ядром матрицы F называется множество

kerF = {k ∈ R
3 : Fk = 0}. (44)

Простая критическая точка имеет одномерное ядро:

rankF (t∗,α∗) = 2, dimkerF (t∗,α∗) = 1. (45)

Выберем ненулевой вектор k∗ ∈ kerF (t∗,α∗). На-
правленная производная J по этому вектору опре-
деляется равенством

DαJ [k∗] =
3∑

j=1

kj∗
∂J

∂αj
. (46)

Критическая точка является регулярной складкой
типа A2, если [18, 19]

DαJ(t∗,α∗)[k∗] 6= 0. (47)

Условие
∂tJ(t∗,α∗) 6= 0 (48)

означает, что при прохождении момента t∗ якоби-
ан изменяется с ненулевой скоростью и его равен-
ство нулю не сохраняется на конечном интервале
времени.

В подходящих локальных координатах
(s, z) ∈ R × R

2, где z = (z1, z2), регулярная
складка имеет нормальную форму:

Rt(s, z) = (s2, z1, z2). (49)

Обозначим первую координату образа через ζ = s2.
При ζ > 0 одной координатной точке соответствуют
две обратные ветви s± = ±√

ζ.
Пусть на фазовом слое задана массовая мера

dν = m(s, z) ds d2z, (50)

где ν — мера, приписывающая массу частям слоя,
а m ≥ 0 — ее плотность относительно параметриче-
ского объема ds d2z. После проекции (49) плотность
этой меры относительно dζ d2z равна

ρν(ζ, z) =
m(

√
ζ, z) +m(−

√
ζ, z)

2
√
ζ

,

ρν(ζ, z) ∼
m(0, z)√

ζ
, ζ ↓ 0.

(51)

Знак ∼ означает равенство главных асимптотиче-
ских членов. Профиль ζ−1/2 локально интегрируем,
поскольку

∫ ε

0
ζ−1/2 dζ <∞. Таким образом, регуляр-

ная складка создает универсальную локальную кон-
центрацию массы для меры, переносимой выбран-
ным фазовым слоем.

Поскольку каждое отображение Ut,t0 является
диффеоморфизмом, вложение ιt = Ut,t0 ◦ ι0 сохра-
няет ранг три. Его дифференциал имеет блочный
вид:

Dαιt =

(
F

W

)
. (52)
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Поэтому

Fk∗ = 0 =⇒ Wk∗ 6= 0. (53)

Иными словами, направление, потерянное при коор-
динатной проекции, остается различимым по скоро-
сти. В окрестности регулярной складки существует
постоянная c0 > 0, для которой [18]

|u(s, z)− u(−s, z)| ≥ c0|s|. (54)

После складки обратное отображение от координа-
ты к параметру имеет несколько локальных ветвей
αb(t, r). Каждой ветви соответствует скорость

ub(t, r) = u
(
t,αb(t, r)

)
. (55)

Формулы (51), (54) и (55) дают локальное кинемати-
ческое описание многопоточной области: положение
каустики определяется условием J = 0, концентра-
ция массы — профилем ρν , а отдельные потоки раз-
решаются по значениям ub(t, r).

В работе [18] доказана локальная теорема об
образовании такой складки для классического ре-
шения системы Власова – Пуассона и создаваемо-
го им самосогласованного потенциала Φ[f ]. Пусть
z0 = (r0,u0) — фазовая точка, в окрестности кото-
рой f(0, z0) > 0. В локальных координатах выбира-
ется начальное вложение

ι0,κ(α) =
(
r0 + α,u0 + vκ(α)

)
,

vκ(α) =

(
−κα1 +

βκ2

2
α2
1

)
e1,

(56)

где e1 = (1, 0, 0), κ > 0 задает величину началь-
ного сжатия, β 6= 0 задает его неоднородность, а
|α| < c1/κ при некоторой постоянной c1 > 0. Соот-
ветствующие характеристики удовлетворяют урав-
нениям (13) с потенциалом, создаваемым полным
решением f . Для достаточно большого κ координат-
ная проекция вдоль характеристики α = 0 образует
трансверсальную регулярную складку в момент

tκ = κ−1 +O(κ−3). (57)

Запись O(κ−3) означает величину, модуль которой
не превосходит Cκ−3 при некоторой постоянной C

и достаточно большом κ. Следовательно, параметр
κ непосредственно управляет временем образования
складки вдоль характеристики α = 0: ведущий член
равен κ−1.

6. ПЕРЕНОС МАССЫ МЕЖДУ
РАЗРЕЖЕННЫМИ ОБЛАСТЯМИ

Рассмотрим две разреженные области
C1(t), C2(t) ⊂ R

3. Для выбранного семейства
характеристик определим

A12 =
{
α ∈ U : ∃ t1, t2 :

r(t1,α) ∈ C1(t1), r(t2,α) ∈ C2(t2)
}
. (58)

Если множество A12 имеет ненулевой трехмерный
объем в пространстве параметров U , то через обе
области проходит не отдельная характеристика, а
трехпараметрическое семейство характеристик.

Плотность потока массы в координатном про-
странстве равна

j(t, r) =

∫

R3

u f(t, r,u) d3u. (59)

Пусть S12 — ориентированная поверхность между
областями, а n — ее единичная нормаль. Поток мас-
сы через эту поверхность определяется формулой

F12(t) =

∫

S12

j(t, r) · n dS,

F12(t) =

∫

S12

∫

R3

(u · n)f(t, r,u) d3u dS.
(60)

Знак F12 задает преимущественное направление пе-
реноса, а F12 6= 0 означает ненулевой обмен массой
между областями.

На выбранном фазовом слое одной координатной
точке может соответствовать одна или несколько ло-
кальных скоростных ветвей. При J 6= 0 отображение
Rt локально обратимо. После образования складки
одной координатной точке соответствуют несколько
ветвей (55) с различными скоростями. Совместное
использование ρ, j, F12, условия J = 0 и ветвей ub

позволяет определять положения локальных сгуще-
ний, число потоков, их скорости и направление пе-
реноса вещества.

Введенные величины образуют аналитический
набор характеристик локальной структуры: коорди-
натная проекция фазового слоя определяет каусти-
ческие поверхности, профиль (51) описывает кон-
центрацию массы около регулярной складки, фор-
мула (55) разделяет потоки по скорости, а интеграл
(60) задает скорость переноса массы между разре-
женными областями.
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7. ДЕКОМПОЗИЦИЯ ЛОКАЛЬНОЙ
ДЕФОРМАЦИИ

Положим

λ =
Λc2

3
. (61)

Чтобы отделить изотропный вклад λr, введем вспо-
могательное масштабирование [18]

r(t,α) = χ(t)y(t,α), χ̈ = λχ, χ(t) > 0. (62)

Здесь χ(t) — вспомогательный масштаб, y — преоб-
разованная координата. Функция χ не отождествля-
ется с фридмановским масштабным фактором a(t).

Для одного и того же выбранного слоя
определим

Fr = Dαr, Fy = Dαy,

Jr = detFr, Jy = detFy.
(63)

Из (62) следует, что

Fr = χFy, Jr = χ3Jy. (64)

Поскольку χ > 0, ранг, ядро и тип регу-
лярной складки при таком масштабировании
не изменяются.

До момента складки матрицы Fr и Fy обратимы.
Определим

Lr = ḞrF
−1
r , Ly = ḞyF

−1
y . (65)

Матрица Lr = Dαu (Dαr)
−1 представляет градиент

скорости вдоль слоя, выраженный через текущие
координаты. Если локально α = α(t, r), то ее компо-
ненты равны (Lr)

i
j = ∂ui/∂rj . Дифференцирование

первого равенства (64) дает

Lr =
χ̇

χ
I3 + Ly, (66)

где I3 — единичная матрица третьего порядка.
Для любой матрицы L определим две части:

S(L) =
1

2
(L+ LT)− 1

3
tr(L)I3, Ω(L) =

1

2
(L− LT).

(67)
Верхний индекс «T» означает транспонирование, а
tr(L) — сумму диагональных элементов. Симмет-
ричная бесследовая матрица S(L) описывает изме-
нение формы без равномерного изменения объема, а
антисимметричная матрица Ω(L) — локальное вра-
щение. Из (66) следует, что

trLr = 3
χ̇

χ
+ trLy,

S(Lr) = S(Ly),

Ω(Lr) = Ω(Ly).

(68)

Равенства (68) дают полученную в работе деком-
позицию локального градиента скорости. Вклад λr

добавляет к Ly скалярную матрицу (χ̇/χ)I3 и из-
меняет след L, характеризующий локальную ско-
рость изменения объема. Матрицы S(L) и Ω(L) при
выделении этого вклада сохраняются. Тем самым
изотропное расширение, обусловленное космологи-
ческим членом, отделено от анизотропной дефор-
мации и локального вращения. Полученная деком-
позиция позволяет раздельно исследовать космоло-
гическую дефокусировку характеристик и влияние
приливной части самосогласованного гравитацион-
ного поля на геометрию складок.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построено локальное кинетико-
геометрическое описание бесстолкновительного
вещества, основанное на системе Власова – Пуассо-
на с космологической постоянной. В физических
координатах из слабополевого нерелятивистского
предела уравнений Эйнштейна получено модифи-
цированное уравнение Пуассона:

∆Φeff = 4πGρ− Λc2.

Представление Φeff = Φ− Λc2r2/6 приводит к урав-
нениям характеристик

ṙ = u, u̇ = −∇rΦ+
Λc2

3
r

и к соответствующему уравнению Власова. Тем са-
мым космологический член в кинетическом уравне-
нии выведен из ньютоновского предела общей тео-
рии относительности.

Для характеристик, проходящих через разре-
женную область, исследовано обратное продолже-
ние движения. На участке преобладания космологи-
ческого члена уравнение движения принимает вид
r̈ = H2

Λr. Условие ограниченности при асимпто-
тическом обратном продолжении выделяет ветвь
r(t) = AeHΛt. При медленном изменении эффектив-
ного потенциала введен локальный энергетический
параметр Q = E − Φeff , определяющий доступную
область Q > 0 и поворотную поверхность Q = 0.

С помощью подъема Эйзенхарта – Баргманна
характеристики представлены как координатные
проекции геодезических пятимерного пространства.
Из компонент его кривизны получено уравнение
отклонения:

η̈i = −Hi
jη

j , Hij = ∂i∂jΦ− Λc2

3
δij .
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Положительная космологическая постоянная созда-
ет изотропный дефокусирующий сдвиг спектра H,
тогда как собственные направления относительного
растяжения и сжатия определяются гессианом гра-
витационного потенциала вещества и его приливной
частью.

Для исследования многопоточности выбрано
трехмерное подмногообразие M0 одночастичного
фазового пространства и рассмотрен его перенос ха-
рактеристическим потоком,Mt = Ut,t0(M0). Образо-
вание складки связано с потерей локальной обрати-
мости координатной проекции Rt : α 7→ r(t,α). Для
регулярной складки сформулированы условия ран-
га, невырожденности и трансверсальности по време-
ни. В локальной нормальной форме Rt(s, z) = (s2, z)

проекция массовой меры имеет интегрируемый про-
филь:

ρν(ζ, z) ∼
m(0, z)√

ζ
, ζ ↓ 0.

Две ветви, совпадающие после координатной про-
екции, разрешаются по скорости и удовлетворяют
оценке

|u(s, z)− u(−s, z)| ≥ c0|s|.

Получена также асимптотика времени образования
подготовленной складки:

tκ = κ−1 +O(κ−3).

Перенос вещества между двумя разреженны-
ми областями описан двумя взаимодополняющи-
ми объектами: множеством характеристик, проходя-
щих через обе области, и потоком массы через раз-
деляющую поверхность,

F12(t) =

∫

S12

∫

R3

(u · n)f(t, r,u) d3u dS.

Вместе с каустическим условием J = 0, профилем
ρν и скоростными ветвями ub эта формула обра-
зует систему локальных характеристик, определя-
ющих концентрацию массы и ее перенос в ячеистой
структуре.

Наконец, посредством преобразования

r = χ(t)y, χ̈ = (Λc2/3)χ

получена декомпозиция градиента скорости:

Lr =
χ̇

χ
I3 + Ly.

Космологический вклад изменяет след L, т. е. изо-
тропную скорость изменения объема, и сохраня-

ет симметричную бесследовую и антисимметрич-
ную части. Эта декомпозиция отделяет космологи-
ческую дефокусировку от анизотропной деформа-
ции и локального вращения фазового слоя.

Прикладные астрофизические аспекты.

Методы, изложенные в настоящей работе, примени-
мы, в частности, для динамической интерпретации
наблюдаемой космологической структуры. Наблю-
дательная проверка полученных результатов мо-
жет быть сформулирована как обратная задача вос-
становления фазовой динамики вещества. Карты
линзирующего потенциала совместно с томографи-
ческими данными о распределении галактик поз-
воляют восстановить гравитационный потенциал и
его гессиан. Подстановка восстановленного гессиана
в уравнение отклонения характеристик определяет
локальные направления фокусировки и дефокуси-
ровки вещества. Их собственные направления могут
быть сопоставлены с ориентацией наблюдаемых сте-
нок и нитей космической паутины. Дополнительную
проверку дают положения поверхностей J = 0, по-
перечный профиль концентрации массы около ре-
гулярной складки, разделение локальных скорост-
ных ветвей и поток массы через границы разрежен-
ных областей. Таким образом, предложенный под-
ход позволяет по совместным данным линзирова-
ния, пространственного распределения вещества и
поля скоростей восстанавливать локальный опера-
тор динамической устойчивости, геометрию фазово-
го слоя и допустимые начальные состояния системы
Власова – Пуассона.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания №FFMN-2025-0027 «Тео-
ретические исследования классических и квантовых
кинетических уравнений и их использование в мате-
матическом моделировании прикладных задач».
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Abstract

A new kinetic-geometric approach to the local dynamics of collisionless matter is proposed based on the Vlasov – Poisson

system with a cosmological constant. The term (Λc2/3)r in the characteristic equations is derived from the Newtonian

limit of the Einstein equations. The Eisenhart –Bargmann lift is used to obtain the deviation equation for neighboring

trajectories and to identify the isotropic defocusing contribution of the cosmological constant. For a three-dimensional

phase-space layer, the conditions for a regular fold of the coordinate projection are formulated, the mass-concentration

profile ρν ∼ ζ−1/2 is obtained, and an estimate for the separation of velocity branches is derived. A decomposition of the

velocity gradient is obtained that separates isotropic expansion from anisotropic deformation and local rotation.

Keywords: Vlasov – Poisson system, cosmological constant, cosmic web, Eisenhart – Bargmann lift, phase-
space flow, regular fold, inverse problem
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